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ABSTRACT

Etude d’algébres homogeénes sur le cercle ayant les mémes propriété, de calcul
symbolique et de synthése speciale que I'algébre de Wiener.

Nous nous placerons sur le cercle T. Nous noterons par C(T) ’algébre de
Banach des fonctions continues sur T, par A celle des fonctions ayant une série
de Fourier absolument convergente. Les algébres que nous considérerons seront
des algébres de Banach, semi-simples, autoadjointes, ayant pour spectre T. Nous
les identifierons & des algébres de fonctions de C(T). Une telle algébre B sera dite
homogéne si ’application de B dans B définie par la translation f(x) - f(x + a)
est une application isométrique de B sur B, telle que pour tout fe B, f fixé, I’appli-
cation a — f(x + a) soit une application continue de T dans B. On dira qu’une
algébre homogeéne B est fortement homogéne [1] si de plus quel que soit I’entier
Papplication de B dans B définie par f(x) — f(kx) est de norme 1.

Nous allons étudier des algébres homogeénes qui sont comprises entre C(T)
et A. Nous pourrons pour des classes générales de telles algébres généraliser les
résultats classiques pour A: seules les fonctions analytiques opérent, non synthése
spectrale, tous les automorphismes différentiables de I’algébre sont donnés par
des changements de variables linéaires. Par contre un probléme ouvert pour A4,
a savoir celui de la dichotomie du calcul symbolique sur les algébres de restriction,
pourra étre démontré non vrai dans le cadre de ces algébres homogeénes. Comme
une tendance actuelle est de penser que la dichotomie vaut dans A, ce dernier
résultat montre que s’il en est ainsi sa démonstration ne pourra étre donnée que
par une étude fine des propriétés de A qui la distingue des algébres homogénes.

La méthode utilisée pour construire des algébres homogénes intermédiaires
entre C(T) et A sera celle de [1]; nous allons la rappeler ci-dessous.
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Si E est une partie fermée de T, nous noterons par A(E) ’algébre des restrictions
de 4 4 E, c’est 4 dire le quotient de A par I’idéal de toutes les fonctions de A
s’annulant sur E. Remarquons que ’espace dual (A(E))* de A(E) s’identifie avec
les pseudomesures, dont le support est contenue dans E, et qui de plus sont orthogo-
nales a toutes les fonctions de 4 s’annulant sur E.

Avec [1], nous noterons par Ay la plus grande algébre homogéne dont la
restriction 4 E est A(E). La norme dans A, est définie par

”f”AE = sug “ 1"af“A(E) (ol (7,f)(x) = f(x + a)).

De méme on introduit la plus grande algébre fortement homogéne contenant
A(E), soit A®. La norme dans A% est définie par

I ]ae = sup | Baf | a= (0 (i) (x) = f(kx)).

Dans ce travail nous donnerons une condition sur E pour que A® = A4, puis une
autre condition sur E pour que dans Ag la synthése spectrale soit fausse; enfin une
condition sur E permettant de décrire les automorphismes de A;. Ensuite nous
terminerons par deux exemples, celui d’une algébre contenant toutes les fonctions
ayant un module de continuité w donné & I’avance, et qui néanmoins posséde
toutes les propriétés de A, enfin celui d’une algébre fortement homogéne telle
que la dichtomie au sens fort n’ait pas lieu.

L. Conditions sur E. Etant donne une partic £ de T nous expeirmerons
“Pépaisseur’’ de E en termes du comportement des transformées de Fourier
d’éléments de (A(E))*. Etant donné pe(A(E))*, &> 0 et trois entiers k, I, N
nous noterons par

G,={neZ| |n| N, |plkn + )| >e}.
Si nous nous donnons de plus un entier J nous poserons

Hl B l-lgsL!S_ltI Gs°
Nous avons alors les 3 conditions suivantes (Q'), (@), (0):
(Q") Quelsquesoiente > Oet N, on peut trouver p € (A(E))* et k tels que || p
et que, quel que soit /€ Z, G, posséde au plus un élément.
(Q") Quels que soient n > 0, ¢ > 0 et N on peut trouver p satisfaisant la condition
(Q’) et dont le support est de diamétre <.
(Q) Quels que soient ¢>0, N et J on peut trouver pe(4(E))* et k tels que
“ pll4e=1 et que quel que soit e Z, H, possé¢de au plus un seul élément.
Remarquons que chacune de ces trois conditions sont inchangées si on remplace
p(2) par ae*p(#), |«| = 1. En effectuant cette transformation on pourra toujours se
ramener au cas ol p satisfait de plus & $(0) > 1.

A‘=1
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Les trois conditions (Q’), (Q") et (Q) sont rangées dans ’ordre inverse de leurs
implications. Ceci résultera de

LemMme 1. La condition (Q) implique la condition (Q").

Preuve. Donnons nous 5 >0, ¢ > 0 et ’entier N. Notons par é la fonction
dont le support est contenue dans [ —#/2, /2] et égale sur son support 3
20711 =2 x[p™Y).

Soit J un entier tel que

e
T 5@ <5

la|>J

Soit p une pseudo mesure satisfaisant la condition (Q) avec €=¢en/2, N et J.
Posons
px) = 6(x — 1)p(x)
comme
2x

dt
o 5(x—t) E—l

I’intégrale étant une intégrale forte A valeurs dans A4, on obtient en multipliant les
deux membres par p(x)
2n dt
fo Pt T p

Pintégrale étant une intégrale forte a valeurs dans A*, comme |p],, =1, la

fonction p, que 1’on intégre vérifie || p,, |,t,o = 1 pour certaines valeurs de ¢. D’autre
part,
pnk+1) = T pnk+ 1+ q)8(— g)e™
q
= X + X
lal=J laf>J

D’aprés le choix de J la deuxiéme somme est inférieure A ¢; en ce qui concerne la
premiére on a

1+J
T = X pnk+s)d(1—s)e ¢ |
la|>F  s=I-J
Si n¢ H, tous les termes de p figurant dans cette somme sont en module inférieur
a & par suite, comme X |6(m)|=2n"",
| Bk + )| S & si n¢H,

Comme d’aprés (Q), H, ne posséde au plus qu’un élément, alors (Q") est vérifiée.
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IL. Une condition pour que 4% = A. On sait que les fonctions qui opérent
sur A(E) sont celles qui opérent sur A", Par suite, un corollaire immédiat d’un
résultat du type A= A sera que seules les fonctions analytiques opérent sur
A(E). On a

THEOREME 1. Supposons que E satisfasse @ la condition (Q"), alors
A" = A
Preuve. Pour évaluer la norme dans (A4g)* nous utiliserons le lemme:

LeMMe 2. Soit pe(A(E)* telle que p(0)=1, soit fe A(T), alors

[7Gdx]ag, < sup |fGx + Dp()

A.-

Preuve. Considérons Ia fonction a valeurs dans A%

() =fX)p(x-1.

Notons par {g, S) le produit scalaire d’une fonction g € 4 et d’une pscudomesure
S. Alors pour tout ge A le produit scalaire {g,¢(#)) est une fonction continue
de t. De plus, on a

2% 2n
e o5 = [ e
D’ol, comme
2n
[ Ly =sup [ O 54, |8 <1

on en déduit que

|f)dx ]| = sup] 6] -
Notons par E, le translaté de E d’amplitude ¢, alors ¢(t) e (A(E,))*. Par suite

16 [z = | 60 | acenrr = | 6

A.-

D’oul le lemme.

Démonstration du théoréme 1. Nous montrerons que pour tout polyndéme
trigonométrique on a

) | Ple==1{P]s -
Soit N le degré de P. Notons par h, 1’application P(x)— P(kx), on a

| ]z = sup| BP . -
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D’autre part, il existe R, polynme de degré N tel que | R [ =1 et que
n P "A = ” hkP "A = <hkP, hkR>.

Soit p et k la pseudomesure et I’entier satisfaisant la condition (Q’) avec N et
& =7n/N, avec de plus

. 1
p(O) > 7 .

On a alors, d’aprés le lemme 2,

| mR 42 <2 sup | RGEx)p(x + 1) || 4.
On a
T T~ +N
REX)p(x + () = X A - kn)e* "™ R(n),
n=-N
d’ou

net;

|REX)p(x + ) [as S X (I~ kn)e™*'R(n) + Ne
G

D’aprés I’hypothése (Q’) la somme comporte un seul terme d’oit

| mR

,4; =< 1+ n
d’otn

| <heP, 1R | < | BiP |4 iR |laz S (14 1) | 1P | o
d’ol, n étant arbitraire, ’égalité (1). C.Q.F.D.

Exemple. Supposons que E contienne des progressions arithmétiques arbit-
rairement longues (ou plus généralement que, pour une suite de m,— 00, on
puisse trouver 7y,7,,-Tytelle que les 2™ points 7y + T, + T3 %+ LT, ap-
partiennent 4 E). Alors on sait (cf. [2] démonstration du théoréme 7) que E
satisfait la condition (Q) (donc & fortiori & (Q’)). Alors pour ces ensembles
AF = A. D’autre part, on sait que (cf. [1]) si E est de mesure nulle Ay # A. L’ens-
emble parfait de Cantor est ainsi un exemple ol

A=A+ A,
III. Une condition de non synthése spectrale dans 4;. On a:

THEOREME 2. Si E satisfait la condition (Q”), alors Ag ne satisfait pas la
synthése spectrale.

Preuve. Utilisant une technique connue [3], on voit qu’une condition suf-
fisante pour que A; ne satisfasse pas la synthése spectrale est qu’il existe une
fonction réelle f, fe A telle que
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— [l o) &
Ay = e

vérifie

+ o0
f A(w) |u] du < + .
-0
On sait que I’on peut trouver une fonction ge A4, g réelle telle que

o(u) = " e‘“”HA. < exp( — u'/?).

Nous poserons

f(x) = Z a,g(kx)
ol
a,=2"2"
et ou k, est une suite d’entiers déterminés ci-dessous.

Posons

10 = 2 aglh)

2x
c,(u) = fo exp(iug(x) — inx) g—:
L= T |ew)|
n|>N

Nous noterons par ¢, et N, un nombre positif et un entier tels que quel que soit u,
u>0, u<2¥? '3 on ait

&, < exp(—2u)
Ty (1) < exp(— u''?).

Supposons maintenant que ky, -+, k,, aient été choisis. Nous allons choisir alors
1, > 0 tel que pour tout intervalle I de longueur inférieure 4 7, on ait

[ —1]un<2 0<u<2¥¥7'73

Ceci étant on appliquera la condition (Q") avec n=1,, e=¢, ¢ N=N, On
notera par u?la pseudo-mesure correspondant a ces données dont I’existence est
assurée par (Q”) et k, sera I’entier associé¢ a u? pour que I’on ait

Card(G)) £ 1 pour tout leZ.

La construction de f est ainsi effectuée.
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Ceci étant, nous noterons dans toute la suite par g = g(u) la fonction & valeur
entiére définie par la relation

-1 4/3 -1
Gyy+1 S 16u B < Qaquy+2+
Comme

E a, <20q+1

n>q

on en déduit que I'on a
Au) < H e - “ A;exp(2uaq+ -

Utilisons d’autre part le lemme 2, on a

A(u) < sup H eIyl 4€xp(2uay, ;)

oll u? note la translatée de la mesure uf
Enfin

" elayg ”An < ” eMfa-1 “A(It)

ou /, est un intervalle de longueur n, contenant le support de p?. En vertu du
choix de n, cette norme est inférieure & 2, d’olr

I eiuaqg(kqx) ”;1 "

A*

A(u) <2 sup ” elvaatkar)ye ” ACXp(2uag ).
t

Notons par dy(u) le I-iéme coefficient de Fourier du second membre, on a

di= X pl(l+kmne_,
_ X + X + X
™ neGy n¢ G |n|>N .
InsN.

La premiére somme se compose au plus d’un seul terme, donc est majorée par
25(ua,). La seconde somme est majorée par

g X lc,,(u)[ <gge'<e™
La troisiéme somme est majorée par 2ty (u). On obtient ainsi
A(u) < 208(au)exp(2ua,y )
< 20 exp(— a;”*u'’? + 2a,, 1u).

Remarquons que dans P’intervalle de variation de u considéré on a

1\YV 1
2a,,,u< (—2—) a;*u'? au > T ull3,
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on obtient

1/2 1/6
A(w) < ZOexp( - (“3—";‘) / ) < 20exp ( - “12 )

IV. Etude des endomorphismes de 4;. Considerons un endomorphisme de
I’algébre Ag. Si ’on note par ®(f) I'image de " il est immédiat que [dl(t)[ =1
pour tout te T et par conséquent I’on peut écrire O(f) = €% avec ¢(1) réelle et
2n-périodique (mod 2n). L’endomorphisme en question est alors donné par
F(O - f(d(D) pour toute fe Az. Comme e™® est I’image de e™, dont la norme
dans Ay est toujours égale a 1, ’on voit qu’une condition nécessaire pour que
f-f(¢) définisse un endomorphisme est ||, < Const uniformément en n.
Le théoréme 3 dit que, si E contient des progressions arithmétiques arbitrairement
longues, les endomorphismes qui donnent lieu & des changements de variables
deux fois différentiables sont nécessairement triviaux.

THEOREME 3. Supposons que E contient des progressions arithmétiques
arbitrairement longues. Si ¢(x) est réelle, deux fois continuement dérivable
et si ” e"“”“AE est bornée pour |u|—> oo alors ¢ est linéaire.

Démonstration. Il est clair que E contient des progressions arithmétiques
arbitrairement longues portées par des intervalles (arcs) arbitrairement courts.
Supposons ¢” # 0; il existe donc un intervalle I dans lequel ¢ ” = 5 >0. Remplagant
¢(x) par ¢(x + ) nous pouvons supposer que I contient une progression arith-
métique Ey de E de longueur N. Le théoréme résulte du lemme suivant:

LemMme 3. Soit Ey une progression arithmétique de longueur N + 1, portée
par un intervalle I, ¢(x) réelle deux fois dérivable telle que

[p’(X)|Se, ¢"(x)Zn>0 xel,
alors .
Sup | €™ |aem > 1/ N

ot ¢, ne dépend que de cn”?.

Démonstration. Sans changer le rapport ¢y~' ni les normes, nous pouvons
étaler Ey sur ( —m,m) c’est 4 dire supposer

2k \N
E, = <%
o= (5

Prenons u =N /100 ¢ et évaluons [ "] ., D’aprés le lemme de Van der
Corput (cf.[4]) 'on a

2 _@ _‘:.—N'l/2
nfnful TN

e <
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Notons

— 1
Ay(x) = Sup(O, N(l - Nile)), F=e"xAyetp= N

Z F(x)d,

xeEn

(9, est la mesure de Dirac au point x; g est donc une mesure portée par Ey qui
attribue a chaque x € Ey la masse 1/N F(x)). L’on sait, d’aprés Herz [5] que

it 20 ¢ _
]l g2 £]e™| s é;/s/—;—N vz

Comme F(x) est une moyenne des valeurs de e ™™ dans I’intervalle

( 2n Zn)
X — =X+ —=

N N
et que
d iugi __ ’ N . = N
l?x“e =|ult’™) <jg7 ¢ = oo >
il résulte que
; 2n 1
_ prid(x)] £ < il
| FG) =~ e £ 456 < 15
et par conséquent
‘feit@dul >%,

ce qui entraine

Sy

i — T n
” eu(b“A(EN) > cl\/N avec ¢; = 15 A/_Z_ .

V. Exemples d’algébres homogénes. Commengons par énoncer le lemme
évident suivant:

LemMe.  Soit @ un module de continuité donné, prenons pour E une suite
{a,} tendant vers zéro et telle que

Y ofa,) < oo,

Alors toute fonction admettant » pour module de continuité appartient @ Ay,
Ceci étant des théorémes 2 et 3 nous obtenons:

THEOREME 4. Soit w(h) un module de continuité. Il existe une algébre de
Banach homogéne sur le cercle contenant A et toute fonction admettant » pour
module de continuité et qui posséde les propriétés suivantes:

1) Toute fonction qui opére dans B est analytique
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2) Dans B la synthése spectrale est fausse
3) Tout automorphisme deux fois différentiable de B est nécessairement une
translation.

Demonstration. On prend pour B Valgébre A, E étant une suite tendant vers
zéro trés vite mais contenant néanmoins des progressions arithmétiques arbitraire-
ment longues,

Le probléme de la dichotomie du calcul symbolique pour les algébres homogénes
est la question suivante: Est-il vrai que si B est une algébre de Banach homogéne
sur Ttelleque A B ; C(T), alors seules les fonctions analytiques opérent dans
B. Si 1a réponse est positive, méme en restreignant la question aux algebres du
type Ag, cela entrainerait la dichotomie du calcul symbolique pour les algebres
quotient de A. Le dernier résultat de cette note montre que si I’on remplace la
question ci-dessus par “Est-il vrai que toute fonction qui opére de A dans B est
nécessairement analytique?”’. La réponse est négative.

THEOREME 5. Il existe une algébre fortement homogéne B, satisfaisant
C(T)> B> A(T) B # C(T) et telle que toute fonction deux fois continuement
dérivables opére de A dans B.

Démonstration. Désignons par 4, 0<e=<1 les algébres (fortement hom-
ogénes) obtenues par le méthode d’interpolation de Calderon [6] entre 4, = A(T)
et Ay = C(T). Posons

N(Ry= sup |[e’],
(FIPESS
S réelle

11 est facile de voir que N,(R) = ¢**. Soit E une suite tendant vers zéro, réunion
des suites E; = {o; — kn;} -0 et de {0}, avec
oy =(j !)_j’ np= “jz-

On voit que I’on peut choisir ¢; >0, ;0 de maniére & ce que

N*R) = sup " e ”Aa,(Ej)
IflasSR
J réello

i=1,2...
satisfasse a
N*(R)» o, NMR)SR+ 1.
Soit B, I’algébre des fonctions ¢ continues sur E satisfaisant
[ llo = sup| ¢4 e <

avec la norme || ¢ o.
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L’on peut alors définir B comme I’algébre fortement homogéne la plus grande,
dont la réstriction & E coincide avec By, c’est-3-dire 1’algébre des fonctions
continues sur T telles que

(i) ¥(nt + a)|ge B, pour tout n,a

(i) ¥(nt + «)|g depend contnument de « (en tant qu’élément de B,),

(i) [ ¥ ]5=sup,,q|¥(nt + @)|ells, < o
Il est clair que A(T) < B ;C& C(T). De I’inegalité concernant N*(R) I’on obtient
| €" || = O(n) pour toute f réelle dans A(T); si F(x) est deux fois continument
differentiable que, sans perte de généralité, I’on suppose 2n-périodique, 1’on a
F(x)= ZFn)e" avec XZ|Fn)||n|< oo et par consequent F(f)= LF(n)e™f
est une serie convergente dans B.

L’algébre B dont I’existence est assurée par le théoréme 5 a la propriété suivante:
Si p est une mesure a4 support fini portée par T et si I’on dénote par [¢] "opérateur
de convolution sur B

[k]:f > usf feB

alors “ [1] ]] = masse totale de p. Ceci résulte de [1] théoréme 2 (od I’on parle
de fonctions qui opérent dans B mais la méme démonstration reste valable pour des
fonctions qui opérent de A dans B.
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