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ABSTRACT 

Etude d'alg~bres homog~nes sur le cercle ayant les m&nes propri6t6, de ealcul 
symbolique et de synth~e speeiale clue l'al#bre de Wiener. 

Nous nous placerons sur le cercle T. Nous noterons par C(T) l'alg~bre de 
Banach des fonctions continues sur T, par A celle des fonctions ayant une sdrie 
de Fourier absolument convergente. Les alg~bres que nous consid~rerons seront 
des alg~bres de Banach, semi-simples, autoadjointes, ayant pour spectre T. Nous 
les identifierons/t des alg~bres de fonctions de C(T). Une telle alg~bre B sera dite 
homog~ne si l'application de B dans B d6finie par la translation f(x) ~ f ( x  + a) 
est une application isom&rique de B sur B, telle que pour t o u t f e  B, ffix6, l'appli- 
cation a o f ( x  + a) soit une application continue de T dans B. On dira qu'une 
alg~bre homog~ne B est fortement homog~ne [1] si de plus quel que soit l'entier 
l'application de B dans B d6finie par f ( x )~ f ( kx )  est de norme 1. 

Nous allons 6tudier des al#bres homo#nes qui sont comprises entre C(T) 
et A. Nous pourrons pour des classes g6n6rales de telles alg~bres #ngraliser les 
r6sultats classiques pour A: seules les fonctions analytiques op~rent, non synthgse 
spectrale, tous les automorphismes diffdrentiables de l' algdbre sont donnds par 
des changements de variables lindaires. Par contre un probl~me ouvert pour A, 
~t savoir celui de la dichotomie du calcul symbolique sur les alg~bres de restriction, 
pourra 8tre d6montr6 non vrai dans le cadre de ces alg~bres homog~nes. Comme 
une tendance actuelle est de penser que la dichotomie vaut dans A, ce dernier 
r6sultat montre que s'il enest  ainsi sa d6monstration ne pourra 8tre donn6e que 
par une &ude fine des propri&6s de A qui la distingue des alg6bres homog6nes. 

La m&hode utilis6e pour construire des alg~bres homog~nes interm6diaires 
entre C(T) et A sera celle de [1]; nous allons la rappeler ci-dessous. 
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Si E est une partie ferm6e de T, nous noterons par A(E) l'alg6bre des restrictions 
de A / i  E, c'est ~t dire le quotient de A par l'id6al de toutes les fonctions de A 
s'annulant sur E. Remarquons que l'espace dual (A(E))* de A(E) s'identifie avec 
les pseudomesures, dent le support est contenue darts E, et qui de plus sent orthogo- 
nales ii toutes les fonctions de A s'annulant sur E. 

Avec [1], nous noterons par AE la plus grande aig6bre homog6ne dent la 
restriction f i g  est A(E). La norme dans AE est d6finie par 

IlsllA  -- sup II*oslIA,E, (on (*or) (x) -- S(x + a)). 
a c t  

De m~me on introduit la plus grande alg6bre fortement homog6ne contenant 
A(E), soit A E. La norme darts A g est d6finie par 

I lsh.  = sup II h,fll   (04 (hkf)(x) =f(kx)). 
k e g  

Dans ce travail nous donnerons une condition sur E pour que A r = A, puis une 
autre condition sur E pour ClUe darts A E la synth~se spectrale soit fausse; enfin une 
condition sur E permettant de d6crire les automorphismes de A~. Ensuite nous 
terminerons par deux exemples, celui d'une alg6bre contenant toutes les fonctions 
ayant un module de continuit6 co donn6 ~t l'avance, et qui n6anmoins poss6de 
toutes les propri6t6s de A, enfin celui d'une alg6bre fortement homog~ne telle 
clue la dichtomie au sens fort n'ait pas lieu. 

I. Conditions sur E. Etant donne une partie E de T nous expeirmerons 
"l '6paisseur" de E en termes du comportement des transform6es de Fourier 
d'6Mments de (A(E))*. Etant donn6 p e (A(E))*, e > 0 et trois entiers k, l, N 
nous noterons par 

G,={.ezl [.[ <-N. IP(k.+ OI 
Si nous nous donnons de plus un entier d nous poserons 

HI = ,-I_~V~_,+~, G,. 

Nous averts alors les 3 conditions suivantes (Q'), (Q"), (Q): 
(Q') Quels que soient 8 > 0 et N, on peut trouver p e (A(E))* et k tels que H p Ila . =  1 

et que, quel que soit I e Z, G~ poss6de au plus un 616ment. 
(Q ") Quels que soient r />  0, 8 > 0 et N on peut trouver p satisfaisant la condition 

(Q') et dent  le support est de diam~tre < r/. 
(Q) Quels que soient 8 > 0, N e t  J on peut trouver p e CA(E))* et k tels que 
II P I[a" = 1 et clue quel que soit l e Z, H, poss~de au plus un seul 616ment. 

Remarquons que chacune de ces trois conditions sont inchang6es si on remplace 
p(t) par ge ~=p(t), I~ I = 1. En effectuant cette transformation on pourra toujours se 
ramener au cas oi~ p satisfait de plus/ t  ~0(0) > ½. 
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Les trois conditions (Q'), (Q") et (Q) sont rang6es dans l 'ordre inverse de leurs 
implications. Ceci r6sultera de 

L~MME 1. La condition (Q) implique la condition (Q~). 

Preuve. Donnons nous r />  0, e > 0 et l'entier N. Notons par 6 la fonction 
dont le support est contenue dans [ -  r//2, 17/2] et 6gale sur son support /t 

21 1 -1) 
Soit J un entier tel que 

8 
13(q) l < 

Igl>Z 

Soit p une pseudo mesure satisfaisant la condition (Q) avec g = 8t//2, N e t  J. 
Posons 

p , ( x )  = ~(x  - t ) p ( x )  

comme 

fo  n dt ,~(x - t) ~ = 1 

l'int6grale 6tant une int~grale forte ~ vaIeurs dans A, on obtient en multipliant les 
deux membres par p(x) 

fo 2~ dt pt'-~n = p 

l'int6grale ~tant une int6grale forte ~t valeurs dans A*, comme lip I1,  = 1, la 
fonction Ptque l 'on int~gre v&ifie II/~to [It~ > 1 pour certaines valeurs de t. D'autre 
part, 

pto(nk + I) = ~, ~(nk + I + q)~( - q)e -i~° 
q 

= X + Y.., 
l¢l~_Z [~[>J 

D'apr~s le choix de J la deuxi~me somme est inf6rieure/l e; en ce qui conceme la 
premiere on a 

l+J  

Y~ = E p(nk + s)~(l - s)e -i°-s)'° 
]ql>J s = l - J  

Si n ~ Ht tons les termes de fi figurant dam cette somme sent en module inf&ieur 
/l ~, par suite, comme ~[~(m)[  = 2r/-1, 

[pto(nk + l ) l < t  si n¢H,. 

Comme d'apr6s (Q), Ht ne poss&le au plus qu'un 616ment, alors (Q ~) est v6riti~. 
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H. Une condition pour qne A E = A. On sait que les fonctions qui op~rent 
sur A(E) sont celles qui opfirent sur A r. Par suite, un corollaire imm6diat d'un 
r6sultat du type A t =  A sera que seules les fonctions analytiques op~rent sur 
A(E). On a 

TI-I~I~ME 1. Supposons que E satisfasse dt la condition (Q'), alors 

A E = A. 

Prenve. Pour 6valuer la norme dans (AE)* nous utiliserons le lemme: 

LEm~m 2. Soit p~(A(E))* telle que /~(0)= 1, soit f~A(T) ,  alors 

Ilffx) d~ I1,~ --< sup tlS<x + t)p<x)ll,.. 
t 

Prenve. Consid6rons la fonction ~ valeurs dans A* 

~(  t) = f ( x )  p ( x  - O . 

Notons par (g, S)  le produit scalaire d'une fonction g e Aet  d'une pseudomesure 
S. Alors pour tout g e A l e  produit scalaire (g, ~b(t)) est une fonction continue 
de t. De plus, on a 

I? " I ?  " (g, alp(t)) ~ = /(x)g(x) 2rc " 

D 'o1~1, eomnle  

f~o g [If(x)dxllA~=sup f(x)g(x)Y-~ g~A, IlgllA~ < 1 

on en d6duit que 

Notons par Et le translat6 de E d'amplitude t, alors ~b(t)e (A(Et))*. Par suite 

D'oh le lemme. 

D6monstration du th~or~me 1. Nous montrerons que pour tout polyn6me 
trigonom6trique on a 

~1) II P II.- -- II P IIA. 
Soit N le degr6 de P. Notons par h k l'application P(x )~  P(kx), on a 

Ilell~=supllh,ell~, • 
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D'autre part, il existe R, polyn6me de degr6 N tel que I! R [L4* = 1 et que 

II e I1~ = II hkP 11~ = < h : ,  h~R>. 

Soit p e t  k la pseudomesure et l'entier satisfaisant la condition (Q') avec N e t  
= ~l/N, avec de plus 

1 
: (0)  > T "  

On a alors, d'apr6s le lemme 2, 

On a 

d'ofl 

11 hkR IIc < 2 sup I1R(kx)p(x + t)h*, 
ir 

R(kx)p(x + t)(l) = ~, 
t im  - - N  

p( l - kn )e~°-P"°t.~( n ), 

1[ R(kx)p(x + t)[[a. <= ~, p(l - kn)ei°-*n'tz~(n) + Ne, 
n ~GI 

D'apr~s I'hypoth~se (Q') la somme comporte un seul terme d 'o6 

II hkR ]la: < 1 + rl 

d'oi~ 

I<h~P,h~g>l < IIh~PIIA~IIh~RIIA: ~(1 + ~) II hkPIIA~ 
d'oO, ~/ 6tant arbitraire, l'6galit6 (1). C.Q.F.D. 

Exemple. Supposons que E eontienne des progressions arithm6tiques arbit- 
rairement longues (ou plus g6n6ralement que, pour tree suite de mk ~ o0, on 
puisse trouver z~,z2, ...Zmktelle que les 2 mk points xl + x2__+~a + "'" +---~m~ ap- 
partiennent ~t E). Alors on salt (cf. I2] d6monstration du th6or~me 7) que E 
satisfait la condition (Q) (done ~t fortiori h (Q')). Alors pour ces ensembles 
A B = A. D'autre part, on sait que (of. 1'1]) si E est de mesure nulle An ~ A. L'ens- 
emble parfait de Cantor est ainsi un exemple oh 

A ~ = A =/= At. 

IlL Une condition de non synth~se speetrale darts AE. On a: 

Tr~O~M~ 2. Si E satisfait la condition (Q') ,  alors A e n e  satisfait pas la 
synth~se spectrale. 

Preuve. Utilisant une technique connue [3], on voit qu'une condition suf- 
fisante pour que Ag ne satisfasse pas la synth~se spectrale est qu'il existe une 
fonction r~elle f, f ~ A  telle que 
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A(u)-- II 

f + ~ a ( u )  l u[ < + o o .  du 

On sait que l 'on peut trouver une fonction g e A, g r6elle telle que 

a(u) = II e"~ll.,. < exp( -  ,'/=). 
Nous poserons 

oi~ 

f ( x )  = ~, a.g(k.x) 

a n "= 2 - z . - t  

et oi~ k, est une suite d'entiers d6termin~s ci-dessous. 

Posons 

[April 

q 

fq(X) = ~, a,,g(k,,x) 
n = l  

fo 2" 
c.(u) = exp( iug(x) -  inx) dx 

2~ 

• .(u) = 1Z Ic.(u) l" 
Inl>N 

NOUS noterons par e a et Nq un hombre positif et un entier tels que quel que soit u, 
u > 0, u < 2 s '2.-x-3, on ait 

e~ < exp( - 2u) 

zx+(u) < exp(- ul/2). 

Supposons maintenant que k l , - " ,  kq_ j aient 6t6 choisis. Nous allons choisir alors 
r/g > 0 tel que pour tout intervalle I de longueur inf6deure/t tlq on air 

11 e ' ' I  - 111 ,,, < 2 0 < u < 2 a.2,-,-a 

Ceci 6tant on appliquera la condition (Q") avec q = t/q, e = eq et N = Nq. On 
notera par #a la pseudo-mesure correspondant/t ces donn6es dont l'existenee est 
assur6e par (Q3  et kq sera l'entier associ6/l #~ pour clue l 'on ait 

Card(Gl) ~ 1 pour tout I e Z. 

La construction de f est ainsi effectu6e. 
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Ceci 6tant, nous noterons dans toute la suite par q = q(u) la fonction/l valeur 
enti6re d6finie par la relation 

- t  < 16u,/a - t  aq(u) + i = < aq(u) + 2. 

Comme 

on en d6duit que l 'on a 

~E a n < 2 a q + t  
n > q  

A(u) < [[ d ' t - t [a ;  exp(2uaq+ i). 

Utilisons d'autre part le lemme 2, on a 

A(u) < sup lle"%~,UA.eXp(2ua~+ i) 

o0 /~ note la translat6e de la mesure #q. 
Enfin 

II e":q . ;h .  =< II e":° ' A.. ,  e h" 
oO I t es t  un intervalle de longueur r/~ contenant le support de #L En vertu du 
choix de r/q cette norme est inf6rieure /t 2, d'ofJ 

A(u) < 2 sup II e"~°#'x'#7 I[A,exp(2uaq+ 1). 
t 

Notons par dt(u ) le/-i~me coefficient de Fourier du second membre, on a 

dt = ~, t~(l+kqn)c_,, 
n 

X + X  + X 
~--- n 6 G !  nl~G1 Inl>N. I.I~N 

La premi6re somme se compose au plus d 'un seul terme, donc est major6e par 
2~(ua~). La seconde somme est major6e par 

La troisi6me somme est major6e par 2zN (u). On obtient ainsi 

A(u) < 20~(aqU)exp(2uaq+l) 

< 20 exp ( -  1/2 1/z aq u + 2aq+ lu). 

Remarquons que darts l'intervalle de variation de u consid6r6 on a 

2 aq+lU < al/2tjl/2 _q _ , aqu  > u l / a ,  
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A(u) < 20exp( - [a~u'~ ,/z] 
36] ] 

IV. Etude des enflomorphismes de An.  

[April 

[ ul/6 
< 20 exp [ - --iT-}" 

Considerons un endomorphisme de 
l'alg~bre At. Si I'on note par O(t) l'image de e ~t il est imm~diat que [ ~(t) l = 1 
pour tout t e T et par cons6quent l'on peut 6crire q)(t) = e i*(° avec ~b(t) r~elle et 
2g-p6riodique (rood 2r0. L'endomorphisme en question est alors donn~ par 
f(t)-~f(dp(t)) pour t o u t e  f e  AE. Comme e i"*(') est l'image de e ~"t, dont la norme 
dans AE est toujours ~gale /t 1, l'on voit qu'une condition n~eessaire pour que 
f~f(qb)  d6finisse un endomorphisme est [[ ,,~,*ll Ita~ < Const uniform6ment en n. 
Le tMor~me 3 dit que, si E contient des progressions arithm6tiques arbitrairement 
longues, les endomorphismes qui donnent lieu ~ des changements de variables 
deux fois diff6rentiables sont n6cessairement triviaux. 

THEOR~ME 3. Supposons que E contient des progressions arithm6tiques 
arbitrairement longues. Si qb(x) est rdelle, deux fois continuement d~rivable 
et si II ~'uel' iiA~ est bornde pour lul-oo alors (best lin~aire. 

D6monstration. I1 est clair que E contient des progressions arithm6tiques 
arbitrairement longues port6es par des intervalles (arcs) arbitrairement courts. 
Supposons ~b" ¢ 0; il existe done un intervalle Idans lequel 4~" -~ ~/> 0. Rempla~ant 
~(x) par q~(x + e) nous pouvons supposer que I contient une progression arith- 
m&ique E s de E de longueur N. Le th6or~me r6sulte du lemme suivant: 

LEMME 3. Soit EI~ une progression arithmdtique de longueur N + 1, port~e 
par un intervalle I; ~p(x) r~elle deux fois d~rivable telle que 

l ¢ ( x )  l --< c, _>_ n > 0 x e I, 
alors 

Sup II e"*l]~c~, > Cl,/-N 
I1 

oh cl ne d~pend que de ct1-1. 

D~monstration. Sans changer Ie rapport of f  t ni les normes, nous pouvons 
6taler Es sur ( -  lr, r0 c'est /t dire supposer 

[2r& l~ 

E~ = ~--N'h = ~ 

Prenons u = N/IO0 c et 6valuons Ile",h,e.). D'apr~s le lemme de Van der 
Corput (ef.[4]) l'on a 

2 20 / S  N-~/2. 
II < -- ¥ ~ n  
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Notons 

AN(x) = Sup 0, N 1 Nlxl2 , F = e- '"÷*As et # = N ~e~, 

(6~ est la mesure de Dirac au point x; /~ est donc une mesure port6e par EN qui 
attribue h chaque x e E N la masse 1/N F(x)). L'on sait, d'apr6s Herz [5] que 

:i II. II : < 1] e-i"4' II =< N 

Comme F(x) est une moyenne des valeurs de e -~"* dans l'intervalle 

x 2n - -~ - , x  + --~-) 

et que 

il r6sulte que 

et par cons6quent 

ce qui entraine 

-•x N N 
e '~e = l u [q~'(x) < l'-0~c " c = 1 ~  ' 

2z~ 1 
I F ( x )  - e-'~*<~)l <= NO < 1-6 

[ fe"*a,[ > 1 -g, 

V. Exenlples d'alg6bres homog6nes. Commen~ons par 6noncer le lemme 
6vident suivant: 

LEMME. Soit to un module de continuit~ donnd, prenons pour E une suite 
{an} tendant vers z&o et telle que 

Z to(~,3 < ~ .  

Alors toute fonction admettant to pour module de continuitd appartient gt AE. 
Ceci &ant des th6or6mes 2 et 3 nous obtenons: 

THEORf~ME 4. Soit to(h) un module de continuitd. II existe une alg~bre de 
Banach homog~ne sur le cercle contenant A et toute fonction admettant to pour 
module de continuitd et qui poss~de les propridtds suivantes: 

1) Toute fonction qui op&e dans B est analytique 



116 Y. KATZNELSON ET P. MALLIAVIN [April 

2) Dans B la synthdse spectrale est fausse 
3) Tout automorphisme deux lois diffdrentiable de Best  ndcessairement une 

translation. 

Demonstration. On prend pour B l'alg6bre Ae, E 6tant une suite tendant vers 
z6ro tr6s rite mais contenant n6anmoins des progressions arithm6tiques arbitraire- 
ment longues. 

Le probl~me de la dichotomie du calcul symbolique pour les alg6bres homog6nes 
est la question suivante: Est-il vrai que si Best une alg6bre de Banach homog6ne 
sur T telle que A c B ~ C(T), alors seules les fonctions analytiques op6rent darts 
B. Si la r6ponse est positive, m~me en restreignant la question aux alg6bres du 
type Ae, cela entrainerait la dichotomie du calcul symbolique pour les alg~bres 
quotient de A. Le dernier r6sultat de cette note montre que si l'on remplace la 
question ci-dessus par "Est-il vrai que toute fonction qui op~re de A dans Bes t  
n6cessairement analytique?". La r6ponse est n6gative. 

TI-I~ORi~ME 5. II existe une alg~bre fortement homog~ne B, satisfaisant 
C(T) D B D A(T) B ~ C(T) et telle que route fonction deux fois continuement 
ddrivables opkre de A dans B. 

D6monstration. D6signons par A~ 0 < 8 < 1 les alg6bres (fortement hom- 
og6nes) obtenues par le m6thode d'interpolation de Calderon [6] entre Al = A(T) 
et Ao = C(T). Posons 

N  R)--sup Ile"ll  
[IfllA_ga 
f r6elle 

II est facile de voir que N~(R) = eaR. Soit E une suite tendant vers z6ro, r6union 
des suites Ej = { g l -  k~0}{=o et de {0}, avec 

~j =(Jr) -~, ~0 = ~"  

On voit que l'on peut choisir ej > O, ej ~ 0 de mani~re /t ce que 

N*<R) = sup 
Ilflla_gR 
f r6dl¢ 

j=1,2,. . .  

satisfasse 

N*(R) ~ oo, N*(R) <= R + 1. 

Soit Bo l'alg6bre des fonctions ~b continues sur E satisfaisant 

l[ I[o -- supH < oo 

avec la norme It $]lo- 
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L'on peut alors d6finir B comme l'alg6bre fortement homog6ne la plus grande, 
dont la r6striction /t E coincide avec Bo, c'est-/~-dire l'alg6bre des fonctions 
continues sur T telles que 

(i) d/(nt + ct)1~ ~ Bo pour tout n, 0t 
(ii) ~k(nt + ct)[E depend contnument de ~ (en tant qu'616ment de Bo), 

(iii) II II. = sup,,, II +  )I 11.o < 
II est clair que A(T)  c B ~ C(T). De l'inegalit6 concernant N*(R) l 'on obtient 
11 e"SllB = O(n) pour t o u t e f  r6elle dans A(T); si F(x) est deux fois continument 
differentiable que, sans perte de g6n~ralit6, l 'on suppose 2n-p&iodique, l 'on a 
F(x) = ~,P(n)e "J" avec ]~l ~(n) l I n [ < oo et par consequent F( f )  = ~,t~(n)e l"I 
est une serie convergente dans B. 

L'alg~bre B dont l'existence est assur6e par le th6or~me 5 a la propri6t6 suivante: 
Si # est une mesure/t support fini port6e par T et si l 'on d6note par [/~] l'op6rateur 
de convolution sur B 

I/z] : f  ~ /~*f  f E B  

alors If il--masse totale de/~. Ceci r6sulte de [1] th6or~me 2 (oil l 'on parle 
de fonctions qui op~rent dans B mais la m~me d~monstration reste valable pour des 
fonctions qui op~rent de A dans B. 
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